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Cap. 2   Técnicas de Resolução em Otimização Combinatória 

2.1. Otimização Combinatória - Introdução

2.2. Relaxações

Relaxação

Relaxação Linear

Relaxação Lagrangeana – Método de Subgradiente

2.3. Resolução exacta de problemas

Branch and Bound

Planos de Corte
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Relaxações

 n
XMinz Zx,bAxxc  :PLI

PLI (u)

        XMinz  xTxtyDxdvAxbuxcy,v,u :--

 nX,,,Minz ZxtTxdDxbAxxc  :PLI

PLI (u)

z(u)z

DL

wDLz

  livre;;:,,zmaxwDL y0v0uyvu DL

 0 = 0

37

    XMinuz  xAxbuxc :

  u
0u

zmaxwDL




SIMULAÇÃO E OTIMIZAÇÃO (MQDEE) – 2015/16

        XMinz  xTxtyDxdvAxbuxcy,v,u :--
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 Prova-se que o valor ótimo do Dual Lagrangeano nunca é pior que o 

da relaxação linear:

𝑧𝑅𝐿 ≤ 𝑤𝐷𝐿 ≤ 𝑧∗

 Quando um problema goza da propriedade de integralidade o valor 

ótimo do Dual Lagrangeano coincide com o da sua relaxação Linear:

𝑧𝑅𝐿 = 𝑤𝐷𝐿 ≤ 𝑧∗

 Como obter “bons” multiplicadores de Lagrange?

𝐮 =?
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 Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI – Problema Não Linear!

 A Função Dual,  𝑧(𝐮), é:

Linear por troços e côncava

 Se, ao fixar  𝐮 =  𝐮

 𝑧  𝐮 tiver SO única,   𝐱

⟹ 𝑧  𝐮 é diferenciável com gradiente 𝐛 − 𝐀 𝐱

Ex.: 𝑧  u = Min 𝑥1 1− 𝑢 +𝑥2  𝑢−2
𝐱∈𝑿

 𝑢 < 1 ⟹  𝐱 = 0,2

gradiente:  −𝑥1 + 𝑥2 = 𝐛 − 𝐀𝐱 em  𝐱 = 0,2 declive de 𝑧(𝐮)!

u

z(u)
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-2

0 2

-1

1

-3

4/3

2u - 4

 

40

OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo



10-11-2015

4

SIMULAÇÃO E OTIMIZAÇÃO (MQDEE) – 2015/16

 Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI – Problema Não Linear!

 A Função Dual,  𝑧(𝐮), é:

Linear por troços e côncava

 Se, ao fixar  𝐮 =  𝐮

 𝑧  𝐮 tiver SO única,   𝐱

⟹ 𝑧  𝐮 é diferenciável com gradiente 𝐛 − 𝐀 𝐱

Ex.: 𝑧  u = Min 𝑥1 1− 𝑢 +𝑥2  𝑢−2
𝐱∈𝑿

 𝑢 < 1 ⟹  𝐱 = 0,2

gradiente:  −𝑥1 + 𝑥2 = 𝐛 − 𝐀𝐱 em  𝐱 = 0,2 declive de 𝑧(𝐮)!
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 Se ao fixar 𝐮 =  𝐮

 𝑧  𝐮 tiver SO alternativas

⟹ 𝑧  𝐮 não é diferenciável! 

 Subgradiente de uma função côncava em  𝐮

𝑧  𝐮 + 𝛄 𝐯 −  𝐮 ≥ 𝑧  𝐮 , ∀𝐯 ≥ 𝟎

 Coleção de Subgradientes em   𝐮

𝑆𝑢𝑏 =  

 𝐱∈𝑺  𝐮

𝜆  𝐱 𝐛 − 𝑨 𝐱 :  

 𝐱∈𝑺  𝐮

𝜆  𝐱 = 1, 𝜆  𝐱 ≥ 0, ∀ 𝐱 ∈ 𝑆  𝐮

onde: 𝑆  𝐮 =  𝐱:  𝐱 é SO de 𝐏𝐋𝐈  𝐮

e se: 𝟎 ∈ 𝑆𝑢𝑏 ⟹ ?

42

OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Relaxações



10-11-2015

5

SIMULAÇÃO E OTIMIZAÇÃO (MQDEE) – 2015/16

 Subgradientes: 

𝑆  𝐮 =  𝐱1 = 0,2 ;  𝐱2 = 1,2

𝐛 − 𝑨 𝐱 = 0 − 𝑥1 + 𝑥2

OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exemplo

u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

4/3

u-3

2u - 4

 Se   1 = 0 – gráfico...

 Se   2 = 0 – gráfico...

= 0
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< 0

 𝑢 = 1 𝑧  𝐮 = min
𝐱∈𝑋

𝑥1 1 −  𝑢 + 𝑥2  𝑢 − 2

 
𝜆1 0 + 2 + 𝜆2 −1 + 2 = 2𝜆1 + 𝜆2 = 𝛾
𝜆1 + 𝜆2 = 1
𝜆1; 𝜆2 ≥ 0
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 Subgradientes: 

𝑆  𝐮 =  𝐱1 = 0,2 ;  𝐱2 = 1,2

𝐛 − 𝑨 𝐱 = 0 − 𝑥1 + 𝑥2
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z(u)
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u-3
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 Se   1 = 0 – gráfico...

 Se   2 = 0 – gráfico...

= 0

44

< 0

 𝑢 = 1 𝑧  𝐮 = min
𝐱∈𝑋

𝑥1 1 −  𝑢 + 𝑥2  𝑢 − 2

 
𝜆1 0 + 2 + 𝜆2 −1 + 2 = 2𝜆1 + 𝜆2 = 𝛾
𝜆1 + 𝜆2 = 1
𝜆1; 𝜆2 ≥ 0
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 Obtenção de “bons” multiplicadores:   𝑤𝐿𝐷 = max 𝑧 𝐮 : 𝐮 ≥ 𝟎

1. Resolver  PLI(𝐮𝑘) e seja  𝐱𝑘 a respetiva SO

Se 𝐛 − 𝐀𝐱𝑘 ≤ 𝟎 e   𝐮k 𝐛− 𝑨𝐱𝑘 = 𝟎 FIM:  𝐱𝑘 é s.o. do PLI  𝑒 𝑧 𝐮𝑘 = 𝑤𝐷𝐿 = 𝑧∗

2. Se 𝑧 < 𝑧 𝐮𝑘 ⟹ 𝑧 ⟵ 𝑧 𝐮𝑘

3. Obter o novo vetor de multiplicadores:  𝑢𝑘+1 = máx 𝟎;𝐮𝑘 + 𝜇𝑘 𝐛 − 𝐀𝐱𝑘

4. . 𝑘 ← 𝑘 + 1

5. Se (𝑘 = max _𝑖𝑡𝑒𝑟 ou 
𝑧−𝑧

𝑧
≤ 𝜀)   FIM

caso contrário, voltar a 1.

Subgradiente de 𝑧(𝒖) em 𝒖𝑘

 passo (escalar)0. Input: max_iter; 𝐮0 ; 𝑘 = 0 ;  ; 0 ;  𝑧 ; 𝑧
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Método  de  Subgradiente
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Observações:

 O valor do minorante só é atualizado quando se obtém um valor 

melhor que o atual (passo 2)!

 Escolha do passo (𝑘0)  – por forma a que haja convergência:

𝜇𝑘 = 𝜆𝑘
𝑧−𝑧 𝐮𝑘

𝐛−𝐀𝐱𝑘
𝟐 com   0 < 𝜆𝑘 ≤ 2

 Regra: iniciar com  𝑘2 e dividir ao meio sempre num nº pré-definido 

de iterações o valor do minorante não seja alterado!

 Sempre que no passo 1 se obtém uma SA  de valor menor que o do 

majorante este deve ser atualizado!
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Método  de  Subgradiente

Exemplo

ex_aula_subgrad.xls
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5. Escrever o Método de subgradiente considerando o problema inicial de Maximização em 

que se relaxam restrições de tipo .

6. Aplicar o algoritmo subgradiente (4 iterações) aos problemas do exercício 2.

7. Considere a seguinte rede, onde os valores sobre os arcos representam, respetivamente, 

o custo e o tempo. Formule o problema de determinação do caminho de custo total 

mínimo de 𝑠 para 𝑡, com tempo total não superior a  = 10 e defina uma sua relaxação 

Lagrangeana. Faça 2 iterações do método subgradiente.

s

2

3

t

10 , 12
 3 , 2

 9 , 4  8 , 5 

8 , 14 , 1

Solver
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Exercícios

ex_C+C_com rest extra_subgrad.xls

